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Théorie spectrale 


Exercice 1 

Soit (E, II . || £ ) un espace de Banach et A c= £(E) opérateur borné. 

1) Montrer que 1’ensemble des valeurs régulières de 1’opérateur A noté par 
p(A) constitue un ensemble ouvert de C, déduire que le spectre de ,4 noté par 
a (A) est fermé. 

2) Montrer que si X e C tel que \\A || < |A| alors A est une valeur régulière de 
A. Déduire que le spectre de A est fermé. 

Exercice 2 

On rappelle que: 

/ã(R) = jx = (xi, X 2 , Xn, ...) X) \ X n\ 2 < 00 j* 

est un espace de Hilbert muni du produit scalaire: 

Vx, y e / 2 (0 £) n : (x, y) = X x„ y„ 

n> 1 

de norme: ||x|| 2 =X |x„ | 2 . 

n > 1 

On définit 1’opérateur: 

A : / 2 (^) - / 2 (ffiQ 

X = (xi, X 2 , • X„, ...) » AX = (O, Xl, X 2 , X„, ...) 

1) Montrer que: Vx e /^(IR) : ||^4x|| = ||x||, déduire que: p|| = 1 et A est injectif. 
Est-que 1’opérateur est surjectif? Oú se trouve le spectre de Al 

2) Calculer le spectre de A. 

Exercice 3 

Soit 77 = l 2 , (A„) n >j une suite bornée dans C et M = sup„ |A„|. Soit 



T : l 2 -+ l 2 définie par : Tx = y, avecjy = (A„jc„) si x = (x n ) n > l e E. 

1) Montrer que T est linéaire, continue, et calculer sa norme. 

2) Montrer que si 1’ensembie {\X n \, n > 1} est minoré par un nombre 
strictement positif, alors Test bijective. 

Préciser dans ce cas T~ l et déterminer sa norme. 

3) On suppose que l’un des X„ est nul. Montrer que rn’est ni injective ni 
surjective et que Im(J) * E. 

4) On suppose que \fn > 1, X„ * 0 et inf(|A„|, n > l) = 0. Montrer que Test 
injective mais non surjective et que Im(r) = E. 

5) Quei est le spectre de 77 

Exercice 4 

1) Soit 1’opérateur 

A: E = L 2 (R) -* L 2 (R) 

f h> Af — x.f{x), \/x e K 

Déterminer le domaine de 1’opérateur et montrer qu’il n’est pas borné. 

2) On pose E = Z 2 ([a, &]); déterminer le domaine de 1’opérateur et 

montrer qu’il est borné. 

3) On pose (E, ||. H^) = (c([a, b~\, IR), ||. H^); a, b g R déterminer le 
domaine de 1’opérateur et montrer qu’il est borné. Calculer le spectre de 
1’opérateur. 

On définit à présent l’opérateur B de D(B) = {u e E, u' e E; u(a ) = 0} à valeur 
dans E tel que V/ e D(B ) : B(f) = f montrer qu’il n’est pas borné et calculer son 
spectre. 



